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Le but dans ce qui suit est de donner un bref apercu sur les
contributions des savants de I'Islam au domaine de la trigonométrie. Il
ne s'agit donc pas d'exposer l'histoire de cette discipline, mais

(1) Dans les classifications anciennes des sciences, cette branche n'est pas
mentionnée. Elle était diluée dans la Sphérique. La trigonométrie s'occupe du
calcul des éléments (dont: angles, cotés) d'un triangle (dont: angles, cotés) a
partir d'autres éléments supposés connus. Elle est donc basée sur la géométrie.
Dans la présentation moderne de cette science, le cosinus et le sinus sont
définis respectivement comme l'abscisse et 1'ordonnée d'un point M (cos a, sin
o) du cercle unité centré a l'origine O, a étant 1'angle de OM avec l'axe des
abscisses. Les fonctions sinus et cosinus occupent une place importante en
mathématiques et en physique. Par exemple, de nombreuses équations
différentielles ont pour solution des combinaisons de telles fonctions. De
méme, on démontre (théoréme de Fourier) que toute fonction numérique f d'un
intervalle [a,b] dans R s'écrit, sous certaines conditions, comme la somme d'une
série trigonométrique (dite de Fourier), traduction mathématique du fait
physique selon lequel tout phénomeéne périodique est une superposition de
phénomeénes sinusoidaux.
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uniquement d'illustrer, a travers un certain nombre d'exemples, les
apports des mathématiciens de la civilisation islamique. Nous
assistons avec ces mathématiciens a un changement de statut de la
trigonométrie. De simple outil mathématique en astronomie, elle
devient objet d'étude en soi et se constitue en discipline autonome
avec ses concepts et ses méthodes propres.

I-LES DEBUTS DE LA TRIGONOMETRIE

1.1 Mésopotamie, Egypte |

Etymologiquement, le terme "trigonométrie" signifie "mesure des
trois angles" (d'un triangle).

Les Babyloniens diviserent le cercle en 360 degrés, le degré en 60
minutes et la minute en 60 secondes, et utilisaient un systeme de
numeération positionnelle de base soixante. Notons que la corde de 60°
est €gale au rayon du cercle. Babyloniens et Egyptiens avaient
déterminés les latitude et longitudes de nombreuses étoiles sur la
sphére céleste par rapport a I'écliptique (plan de la trajectoire annuelle
apparente du Soleil). |

1.2 Inde

On trouve l'usage du sinus'"’ dans le Sulba Sutras entre 800 et 500
av. J.C., et plus tard dans les Siddhanta. Le sinus est défini en utilisant
la moiti¢ d'un angle et la moitié d'une corde; on y trouve aussi les
définitions du cosinus, de l'inverse du sinus verse, et une table des
fournissant les valeurs du sinus et de (1-cosinus) pour des angle de 0°

(1) Aryabhata utilisait le mot arda-jiva (demi-corde), dont I'abréviation jiva donna
jiba (=), altéré en jayb (<) au Xlle siécle par les traducteurs latins de Toléde
et rendu en latin par sinus.
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a 90° avec quatre décimales. L'astronomie indienne a été connue en
pays d'Islam dés le VIIIe siécle. Une version des Siddahanta fut en
effet apportée a Bagdad et traduite en arabe par al-Fazari en 771 ou
773 sous le titre de Zij al-Sindhind [= siddhanta) al-kabir.

1.2 La trigonométrie en Gréce

Les Grecs se basérent sur les cordes pour repérer un angle, tandis
que les Hindous utilisérent la demi- corde, ce qui, pour un cercle de
rayon pris pour unité, revient a I'emploi du sinus.

sina

r"A!

Trigonométrie indienne: repérage de I'angle a au moyen de son sinus.




Trigonométrie grecque: reperage de l'angle a au moyen de la corde
AA' de l'angle double 2 a

L'angle au centre a=AOB est repéré au moyen de la corde de
l'angle double 2 a. Si l'on prend le rayon OB=1, cela revient a
considérer corde(4A ") = 2sina . En particulier, aire(OAB)= sin a.

On attribue a Hipparque de Nicée (vers 180 A.C- vers 125 A. C)
I'élaboration de la premiére table des cordes. Cet astronome catalogua
350 étoiles dont il donna la latitude et la longitude par rapport a
I'écliptique. Ménélaiis (100 av. J.C.) démontra un important théoréme.
Ptolémée se basa énormément sur ce théoréme dans 1'Almageste; 1l
sera également trés utilisé dans les pays de I'Islam. Vu son 1mportance
historique, nous en donnons 1'énoncé moderne dans le plan et sur la
sphere:
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Théoréme de Ménélaiis: i)Triangle plan

Si les cotés d'un triangle ABC sont coupés par une droite aux points
D, E et F, alors:

o % S X s Al 1. Chez Ptolémée, elle est écrite:
DC Vil FRB

e = i X e Relation écrite souvent aussi:

DG BT B

DB xECxFA=DC xEAxFB . Réciproquement, cette relation
implique que les points D, E et F sont alignés.

11) Triangle sphérique:

sin(DB)xsin( BC) xsin(FA4) =sin(DC) xsin(E4) xsin(FB).  Réciproquement, la
relation précédente implique que D, E et F sont situés sur un méme
grand cercle.




——

S -

Ptolémée (vers 100 — 178 ap. J.C) est élebre comme auteur de
Mathematike Syntaxis (Collection mathématique) devenu I'Almageste
=>4l dans sa traduction en arabe. Cet ouvrage présente une théorie
mathématique de l'astronomie, contient une table trigonométrique et
une table des cordes pour des angles de 1/2° a 180° par intervalle de
1/2°. Ptolémée démontra un théoréme qui porte encore son nom:

Théoréme de Ptolémée: Si ABCD est un quadrilatére inscriptible,
alors le produit des diagonales est égal a la somme des cOt€s opposes:
ACxBD =AB xDC +AD xBC .

Il en déduisit des relations qui lui permirent de construire sa table
des cordes. Cela permettait de résoudre des problemes ou seuls
interviennent les sinus et cosinus, mais non la tangente, nécessitant la
division d'une corde par une autre supplémentaire.

II- L'APPORT DES SAVANTS DE L'ISLAM.
L'AUTONOMISATION DE LA TRIGONOMETRIE

La trigonométrie arabe combina harmonieusement ce qui existait
chez les Grecs et les Indiens. Apres la traduction de Siddahanta et
I'Almageste de Ptolémée, les savants mathématiciens de 1Tslam
développérent considérablement cette branche des mathématiques,
pour lui donner enfin le statut de discipline autonome a partir du Xle |
siecle. De nombreux savants, tant de 1'Orient que de 1'Occident
musulman, participérent a ce développement. Nous en citerons
quelques uns. ‘

La trigonométriec est une partie importante des mathématiques ;
arabes. Les triangles sphériques servent en particulier & déterminer
l'orientation des mihrdbs des mosquées vers la Mecque. g
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2.1 L'invention de la tangente et de la cotangente

Pendant assez longtemps, I'invention de ces fonctions était attribuée
a Regiomontanus. M. Sédillot'" est 'un des premiers a avoir rectifié
cette erreur.

Al- Khwarizmi, Abd 'Abd Allah Mohammed ben Miisd sl ¢ 23 53
(50 (1 exa 2 (vers163 - vers 235/ 780-vers 850), savant originaire
de Khiva (ville de l'actuel Ouzbekistan) qui vécut a Bagdad, est célébre
grace a son livre d'algebre dans lequel il inaugure cette discipline comme
nouvelle branche des mathématiques. Ce livre d'algébre fut traduit en
Latin par Gérard de Crémone (1114-1187) sous le titre: Liber
Alchoarismi (Algorismi) de iebra et almucabila.

Al-Khwérizmi est considéré également comme le premier a avoir
introduit de manicre systématique le calcul avec le systéme décimal
emprunt¢ a I'Inde. Son livre sur ce sujet n'est connu que dans une
traduction latine de Gérard de Cremone intitulée: Algoritmi de numero
Indorum.

De méme, c'est chez Al-Khwarizmi que I'on trouve le premier
ouvrage traitant de la trigonométrie en arabe, ouvrage dans lequel sont
preésentées les premiéres tables des sinus en arabe.

Ces tables (azydj) seront connu en Occident dans une version
révisées par un mathématicien d'Al-Andalus, Maslama al-Majriti (le
Madrilin, Majrit=Madrid).

Traduction latine par Adelard de Bath (vers 1075-1160) sous le
titre: Ezich alkauresmi, id est tabula chwaresmicae per Ethelardum
Bathoniensem ex arabico traductae (manuscrits 2 Paris, a la
Bodl¢éienne, etc.).

(1) M. Sédillot: Traité des instruments astronomiques des Arabe, p. 167.



108

Habash al-Hasib. Ahmad ben 'Abd Allah al-Marwazi culall fas
Sl Al e o 2eal (m. vers 250H/vers 868) introduisit, en lien avec
un gnomon et sans référence au cercle, la tangente (azh-zhill al-
ma'kis: ossSadl JBY = inverse de l'ombre) et utilisa une table des
cotangentes (azh-zhill J5) = I'ombre) ) pour déterminer la hauteur du
Soleil connaissant la longueur de I'ombre d'une barre et inversement.
Cette nouvelle "fonction" est efficace pour mesurer des hauteurs. Sous
l'impulsion d'Abu-1-Wafa, Al-Birini et d'autres, elle se dégagera
progressivement de la gnomonique pour devenir un objet
trigonométrique.

Si le baton (gnomon) AB fixé horizontalement est pris comme

unité de longueur, alors BC est la tangente de l'angle A, angle de visée
du Soleil. '

(1) zhill: Ombre. Le terme tangente sera introduit par T. Fink (1561-1656) et
cotangente par E. Gunter (1581-1626) ;
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B BC=cot C

Si AB est fixé verticalement et pris pour unité, son ombre BC est la
cotangente de 1'angle de visée, C.

Habash donna également, en astronomie, I'équivalent de la formule

sina =tanod.cote )

ol o, & et € sont respectivement l'ascension droite du Soleil, sa
déclinaison et l'inclinaison de 1'écliptique.

2.2 Théoréme du cosinus. Théoréme du sinus

Al-Battani, Abd 'Abd Alldh Muhammad ben Jabir 4 ye s S

s (1 2eas (vers 240-317H/vers 850- 929), astronome qui vecut en

Syrie, démontra entre autres, dans son livre d'astronomie Isldh al-
majisti (Révision de I'Almageste) ce qui s'écrirait de nos jours:

(1) Youschkevitch, p.133.
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A\/
sina >
tana = : seca=+1+tan"a
cosa

En trigonométrie sphérique, il énonga et démontra le théoreme
suivant:

Théoréeme des cosinus: Si ABC est un triangle sphérique
cosa = cosb.cosc +sinb sincos 4

1l est connu en Occident sous le nom d'Albategnius, et ses oeuvres
traduites en latin furent trés utilisées par les astronomes européens, et
ce jusque vers 1800.

Abii-l-Wafa al-Buzjani, Muhammad ben Muhammad ¢\35l o
Sana (s dane ¢ Sla ) 50(328-388H/940-998), célebre mathématicien et ‘_
auteur de nombreux ouvrages. 1l contribua au développement de la
trigonométrie; dans son Kitdb al-Kamil (Livre complet), il démontra le
théoréme suivant'’ en trigonométrie sphérique: 7‘

(1) Sa paternité est réclamée par d'autres mathématiciens dont: Tbn Yunus (m.
399H/1009) et Jabir b. al-Aflah () -
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Théoréme du sinus: Si ABC est un triangle sphérique, alors
sind _sinB _sinC

sina sinb  sinc
Ce théoreme, par sa simplicité, détrona le théoreme de Ménélaiis.

Abt-1-Wafa ¢tablit aussi ce qui serait noté¢ aujourd'hui:
sin 2a = 2sInacosa et

sin(a +b) = v cos? a—cos> acos? b ++/cos? b+ cos acos’ b

Il compléta et rectifia les tables des tangentes de ses prédécesseurs,
et, donna un procédé¢ pour inscrire un triangle équilatéral dans un carré
("triangle d'Aba 1-Wafa").

Ibn Yinus, Abt-1-Hasan 'Ali b. 'Abd Ar-Rahman As-Safadi Al-
Misri g padl gaia W ey Wae o o cpuall ol i
(m.399H/1009), auteur d'4z-Zayj al-hékimi” est un mathématicien et
astronome égyptien qui démontra entre autres 1'équivalent de la
formule: cosacosbh = E[COS(a +b)+cos(a—b)]

Al-Birtini, Abd-r-Rayhdn Muhammad b. Ahmad glas )l sl ¢ 35 5
raal g dena (362-440H/973-1048) dans ses livres al-Qdniin  al-
Mas'udi, Kitab at-Tafhim li awa'il san'at at-tanjim (Livre pour faire

comprendre les principes de [l'astrologie), Magqalid... consacre des
chapitres entiers a la trigonométrie et en démontre de nombreuses
propriétés. Il collabora avec son illustre professeur le mathématicien

Abl Nasr Mansir Ibn 'Iraq (m. 428H/1036), qui €tablit lui-méme de
nombreux résultats en trigonométrie.

(I) Dédié au calife fatimide Al-Hakim Bi Amr Alldh (vers 1000). Delambre
(Histoire de l'astronomie au Moyen Age) consacre un chapitre (pages 185 a
190) a I'étude des apports de ce savant.
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2.3 Théoreme de Geber (Jabir b. Al-Aflah)

Jabir b. Al-Aflah 3sese o =8Y) ¢ yla (vers 1100-1160) est un
savant de Séville qui contribua notablement au développement de la
trigonométrie en Occident ou il est connu en particulier grace a la
formule qui porte son nom:

Théoréme de Geber'": Si ABC est un triangle sphérique de cotés
a, b et ¢ rectangle en A, alors

cos B =cosbhsinC

formule qui permet de résoudre un triangle connaissant un cote a et
I'angle adjacent B. '

Ce savant est également connu en Europe comme l'inventeur d'un
instrument d'observation astronomique appel€ le Torquetum. |

Il semblerait qu'Tbn Al-Aflah ne fit pas assez au courant de la
trigonométrie en Orient musulman; en revanche, ses travaux furent
connus par les savants orientaux. En particulier, le mathématicien et ."
médecin Ibn Sam'in As-Sabti®” remporta avec lui Isldh al-majisti
d'Ibn Al-Aflah lorsqu'il quitta le Maroc.

Les ceuvres de ce savant, dont neuf livres en astronomie, furent
traduites en latin par Gérard de Cremone et contribucrent au
développement de la trigonométrie en Occident. Les originaux arabes
sont encore considérés comme perdus, et les travaux d'Ibn Al-Aflah ne »

(1) Voir par exemple: F. Cajori: A History of Mathematics, p.1 10

623H/1226), que certains confondent avec son contemporain, coreligionnaire et
homonyme le philosophe d'Al-Andalus Ydsuf b. Juda Ibn Agnin (vers 1150-
vers 1220). ‘
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nous sont donc connus pour le moment que dans leurs traductions
latines.

L'ouvrage principal, traduit en latin par Gérard de Crémone au XlIle
siecle, fut publié la premiere fois en 1534 a Nuremberg sous le titre:
Gebri filii Affla Hispalensis de astronomia Libri IX sive commentarii
in Ptolemei Almagestum, est un livre de neuf chapitres, dont le
premier, consacré a la trigonométrie sphérique, contient des apports
originaux.

2.4 Tables trigonométriques d'Al-Hasan Al-Murrakushi

Abi 'Ali Al- Hasan al-Murrakushi 5S) all gl e o (m. vers
680H/1281), qui passa une partic de sa vie au Maghreb avant
d'émigrer en Orient, est célebre grace a son ouvrages monumental
intitulé: Jami' al-mabddi' wa-I-ghayat fi 'ilm al-migat, dont Al-
Qalgashandi (m. 821H/1418) et a sa suite Hajji Khalifa (m.
1068H/1657) écrivent: "c'est l'oeuvre la plus grandiose jamais
composé sur ce sujet” Ol 138 B ciilala alicl g2y . 11 fut traduit en
francais par Sédillot sous le titre Traité des instruments astronomiques
des Arabes, traduction couronnée par un prix de I'Académie des
Sciences de France. Cet ouvrage, de plus de plus de 700 pages
manuscrites' ", expose les bases mathématiques sur lesquelles reposent
les constructions des divers instruments utilisés en astronomie, puis la
description minutieuse de maniére de les construire (par exemple,
description de plus d'une douzaine de types d'astrolabes).

Parmi les aspects qui concernent la trigonométrie, Al-Murrakushi
fournit, entre autres, une table pour chacune des "fonctions" suivantes:
sinus, cotangente (ombre) calculée de 15' en 15' et pour un rayon de

(1) Reprographié a Frankfurt sous la direction de Fuat Sezgin, d'aprés un manuscrit
conservé a Istamboul . Tome I: 379p; Tome II: 376p.
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12 unités, tangente (ombre verticale) de 1° a 60° pour un rayon de 60
unités..., Arc sin, Arc cos, Arc cotan, L'auteur fournit également sur
des exemples comment effectuer des interpolations pour des valeurs
non tabulées.

2.5 L'autonomisation de la trigonométrie

Ibn Mu'adh al-Jayyani, Aba 'Abd Alldh Muhammad _ 3ss (o
sane dil 2 odf i) (m. aprés 368H/ 1079) est un mathématicien et
astronome d'Al-Andalus. Parmi ses ocuvres qui nous concernent,
citons: Kitdb majhiilat qisiy al-kura (Le Livre des arcs inconnus d'une
spheére), premier livre de trigonométrie sphérique en Occident
musulman, et est considéré comme le premier ouvrage en arabe dans
lequel la trigonométrie est présentée indépendamment de l'astronomie. i

Les historiens des sciences s'accordent pour dire que ce livre d'Tbn
Mu'adh exerca une influence sur le  développement de la 1
trigonomeétrie en Occident, et qu'il fut utilis¢ en particulier par
Regiomontanus (m. 1476) et Clavius (m. 1612) (voir E. Knobloch) 4

Un des livres dTbn Mu'adh fut traduit en Latin et attribué a tort
(comme la montré A. Sabra dans une de ses publication) a Ibn Al-
Haytham: e livre du crépuscule. Dans ce livre, Tbn Mua'dh fournit un ]
bel exemple d'application de la trigonométrie aux sciences de la
nature, consistant & déterminer approximativement la hauteur de

l'atmosphére(l).

At-Tosi, Nasir  Ad-Din (pad) juas ¢ Shll (m.672H/1274) est
considéré comme celui qui affranchit la trigonométrie de ['astronomie
et est réputé ainsi comme le fondateur de cette branche des
mathématiques, et ce dans son livre Kitdbi ash-Shakl al-Qatta’ (Livre

(1) Voir par exemple Y ouschkevitch, p.137.
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sur le théoréme de la sécante) appelé aussi Traité du quadrilatere
complet. Selon Massignon et al. "cet ouvrage a exercé une influence
considérable sur le développement de la trigonométrie, en particulier
sur l'ccuvre de Regiomontanus"(l).

2.6 Théoréme d'Al-Kashi (ou théoréeme de Carnot(2)
ou théoréme des cosinus)

Un des derniers grands mathématiciens de ['Islam, Al-Kashi
Ghiyath Ad-Din ¢l &be ¢ S (m. vers 839H/1436), reconnu en
particulier comme le fondateur de la théorie des fractions décimales
dans son livre Miftdh al-hisab, démontra une formule qui porte
désormais son nom et est connue dans I'enseignement des
mathématiques partout dans le monde sous l'appellation de:

Théoréme d'Al-Kashi: Pour tout triangle ABC quelconque, (a=BC,
b=AC, c=AB):

al=b*+c?>-2bc.cosA

B

Il s'agit d'une généralisation du théoréme de Pythagore relatif au
triangle rectangle.

(1) Histoire générale des sciences, t.I, p. 487.

(2) Tel était le nom de ce théoréeme démontré par le mathématicien et homme
politique frangais: Lazare Carnot (1753- 1823), et dont on découvrit par la suite
que la démonstration avait déja été réalisée par Al-Kashi.
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ANNEXE: Fac-simili de pages de livres arabes traduits en
latin (en francais pour le dernier) et imprimés.

[

GEBRI FILII AFFLA
u‘;':;u.ng si5, DE ‘unologu. x‘.xn_.i. x_x.&q,v,x‘

Edition de la tfaduction latine d'un ouvrage de Jabir b. Al-Aflah




! - N
4 5

' INSTRVMENTVM
| PRIMI MOBILIS, A' PETRO APIANO
i IRVNC PRIMYM ET INVERIVE ET IR LVCEM EDITVM,

GEBR1 FILII AFPLA hISPALBNSIS'A:‘.’oTRO
Sl &
:mwo_e-n!pd-mhhwpdu.

Edition de la traduction latine de la Révision de

I"Almageste de Jabir b. Al-Aflah.
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Ketiri Ferganenszs qui vulgo Alfraganus dicitur, Elementa
astronomia, arabice et latine); publ. par Golius, Amsterdam, 1669
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Un livre d'astronomie d'Al-Farghani. Edition de Paris, 1546.




Source gallica.bnf.fr / Bibliothéque nationale de France

Livre d'Albattani: Kitdb az-zij , traduit en latin et imprimé sous le titre: :
De Scientia Stellarum -De Numeris Stellarum et Motibus. Plusieurs :
éditions: imprimé avec 1'astronomie d'Al-Farghani, 1537 (Nuremberg),
1552 (Venise), 1644 (Bologne), 1799 (Rome), etc. i

Copernic utilisa ce livre et exprima sa gratitude envers Al-Battani.
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Publication (partielle) de 1'oeuvre d'Al-Hasan Al-Murrakushi (mort
vers 680H/) par Sédillot, Paris, 1834.




